Residuo
Sea la funcién f: Z — {0,1} definida asi:

_ (O, n = 0 (mod 2)
fn) = {1, n =1 (mod 2)
1-(=D"
fo) = ———

Cociente entero
Sea la funcion g: Z — Z definida asi:

n

=, n =0 (mod 2)

2

g(n) = n—1
, =1 (mod 2)
2
( )_n—f(n)_Zn—1+(—1)"_ an
=T T 4 — 2
Ejemplo
Parax e Ryn € NU {0}:
dn
Fcosx = (—1)9(”+1)(f(n + 1) cosx + (1 —f(n+ 1)) sinx)
dn
e —sinx = (—=1)9™(f(n) cosx + (1 — f(n)) sinx)

Formulas de dangulo multiple para el coseno
Paran € N U {0}:
gn)

cosnx = (=1)k " (cos x)™2¥(sin x)2k
S ()

g(n) k i g(n) g(n)
n nym
— —_1)\p n-2p | — —_1\k n—-2k
Z (Zk) Z( D (p) (cosx) Z( ¥ (cos x) Z (Zp) (k)
k=0 p=0 k=0 p=k
Luego
m m g(m-f(m)-gm) g(2k+n) . (m+1)x
X 2k +n\ p sin— mx
Z cosnx = Z(cos x)" Z (-1 Z ( 5 ) (k) =—_x oS-
n=0 n=0 k=0 p=k p SlnE
Nota

n=0 k=0

m /g gm) g(m-1) g(m 1)-n m g(m~f(m)-gm)
Z (Z akbn—zkcn,k> = Z b2n< akc2k+2nk>] l Z bany1 < akC2k+(2n+1),k>] = z bn( Z akC2k+n,k>
k=0



q . (g+D)nx g(n) g(n) q

o =M 2 S car(3 ()0 3 commor

m=0 2 k=1 p=k m=0

Formulas de angulo multiple para el seno

Paran € N:
gn-1)
- _ k(" n-2k+1) (in +\2k+1
sinnx = Z (-1 (Zk 4 1) (cosx) (sinx)
k=0
g(n-1) g(n-1) ( -k
= f(n-1) n N A 2P+l
(cosx) Z (2k+1) Z (-1 <g(n_1)_p>(smx)
k=0 p=k
gn-1) k ( 1)
= f(n-1) Z —1)*(sin x)2k+1 Z( n ) gn—1)—-p
(cosx) (=1)*(sinx) 2+ 1)\ gm-1)—k
k=0 p=0
Luego,
m g(m-1) m n gle—1)—p sin (m+1)x -
. — 1\ (i 2n+1 fk—-1) - — 2 i
Zsmnx Z (=1)™(sinx) ( _z (cosx) <Z (2p N 1) (g(k ~1 —n))) sm— sin >
n=1 n=0 k=2n+1 p=0
Siademasn € {0}:
- S on+1
n —
sin(2n + x = Z(—l)k(sinx)z"+1 Z (Zp N 1) n 3 Z) (*)
k=0 p=0
Por consiguiente,
g(m) g(m) gm) / n
2k + 1\ /k — sin g(m)x)?
Z sin(2n + 1x = 2 (=1D)™(sinx)?"*+1 Z Z ( )( p) = M
2p+1/\k—n sinx
n=0 n=0 k=n \p=0
q . (q+D(@2n+1x n—1 k q
) (D {sm———— q@n+ 1x 2n+1 ]
P e A e SO DY (Zp 1) G (Z (sin mx)ZkH)
m=0 sm 2 k=0 p=0 m=0
De (), six = ﬁyn > 0, entonces:
k
zn:( 1)k(_ m )Zk Z<2n+1)(n—p) _0
Mon+1 p+1)\n—k) | "
k=0 p=0

Donde sin—— # 0
2n+1
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Por ejemplo, para n = 2, se obtiene la expresion 16 (sm E) - 20 (sm E) + 5 =0, donde sinc =2 |——
. . . T . T . T
(teniendo en cuenta que, en el primer cuadrante, sin— < sinc < smz).

Serie
Parap €Ny |x| < 1:

n 1 p-1 n—1
E kP xk—1=_—— E (p)( E k/ x") — nPxn
1—-x\4&\j
k=1 k

]:0 =0

1-x"

Donde ¥}Zgx* = ——




